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Abstract
In the previous paper, the relationship between  the fundamental style of Chebyshev 

polynomials and that of the Legendre polynomial was discussed. In this paper, the 

relationship between  the fundamental style of Chebyshev polynomials and that the 

Laguerre polynomial is discussed.
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1. 序論
手代木＆勝間 [2019] において、第一種および第二種チェビシェフ多項式基本型とルジャン

ドル多項式基本型との関係を報告した。本稿では第一種および第二種チェビシェフ多項式基
本型とラゲール多項式との関係を議論する。

2. チェビシェフ多項式基本型
2. 1 第一種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式とその解
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上にまとめたラゲール多項式基本型 1 ( )NLa x0 , ( )NLa x0 , 1( )NLa x0  間の漸化式は、  

1Nx の項が 0 なので、 1 1( ) { ( )} ( ) ( ) ( ) 0La x x α N La x β N La x      0 0 0N N N  とおいてよい。 

次に Nxγ   の項も 0 となるので、
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上にまとめたラゲール多項式基本型 1 ( )NLa x0 , ( )NLa x0 , 1( )NLa x0  間の漸化式は、  

1Nx の項が 0 なので、 1 1( ) { ( )} ( ) ( ) ( ) 0La x x α N La x β N La x      0 0 0N N N  とおいてよい。 

次に Nxγ   の項も 0 となるので、
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から、 ( )  (2 1)α N N γ     となる。さらに  12    Nxγ の項も 0 とおいて 
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           22)( γNN β   

結局漸化式は 
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1 1( ) { (2 1) } ( ) ( ) 0La x x N γ La x N γ La x         0 0 0N N N  となる。 

確認のために 1 ( ) { (2 1) } ( )La x x N γ La x     0 0N N  の 1   l N lγ x   の項を計算すると、 
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一方 2 2
1( )N γ La x  0 N  の  1  lNl xγ  の項を計算すると、 
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となり、漸化式が成立していることが確認できる。 
 

3.6  ラゲール陪多項式 

ラゲール多項式 )(xLa N の微分方程式、 0 )(    ' )(  ) (1  " )(   xLaNxLaxxLax NNN  

を一回微分して整理すると次式が得られ、 

(3) (2) (1) ( ) ( 1 1 ) ( ) ( 1) ( ) 0N N Nx La x x La x N La x          

もう一回微分して整理すると次式が得られる。 

(4) (3) (2) ( ) (2 1 )  ( ) ( 2)  ( ) 0N N Nx La x x La x N La x          

同様に m  回微分すると次式が得られる。 
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N N Nx La x m x La x N m La x           

この結果から 
)()( m

N
m
N xLay   の微分方程式は次式になる。 

 "  ( 1 )   '  ( )  0m m m
N N Nx y m x y N m y          

この関数 
)()( m

N
m
N xLay   は  mN  次のラゲール陪多項式と呼ばれている。 

3.7  ラゲール陪関数 

微分方程式 

21 1 " 2  '  (  ) 0
2 4  4

 k  x  kx y y N y
x

 
          の解を )(    2

 1
2
  

xvxey
k x





 

と仮定して、この微分方程式に代入すると、別の微分方程式が得られ、 

 ( ) " ( 1 ) ( ) ( ) ( ) 0x v x  k x v x ' N k v x           

この微分方程式の解は  kN   次のラゲール陪多項式なので、最初の微分方程式の解は次式となる。 
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この関数は水素原子の理論で非常に重要な関数で、ラゲール陪関数と呼ばれている。 
 
3.8 ラゲール陪多項式基本型 
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ラゲール多項式基本型 ( )NLa x0 の微分方程式を一回微分して整理すると次式が得られ、 

(3) (2) (1)1( ) ( 1 1  ) ( )  ( ) 0N N N
x Nx La x La x La x
γ γ


       0 0 0  

もう一回微分して整理すると次式が得られる。 

(4) (3) (2)2( ) (2 1  ) ( )  ( ) 0N N N
x Nx La x La x La x
γ γ


       0 0 0  

同様に、 m  回微分すると次式が得られる。 

( 2) ( 1) ( ) ( ) ( 1  ) ( )  ( ) 0m m m
N N N

x N mx La x m La x La x
γ γ

  
       0 0 0  

この結果から 
( )

0 ( )m m
N Ny La x 0  の微分方程式は次式になる。  
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γ γ


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そこで 
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0 ( )m m
N Ny La x 0  を mN   次のラゲール陪多項式基本型と呼ぶ。 

ラゲール多項式基本型を直接m回微分して、 mN   次のラゲール陪多項式基本型を得る。  
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ラゲール陪多項式基本型 ( ) ( ) ( )
1 1( )  ,  ( )  ,  ( )m m mLa x La x La x 0 0 0N N N  間の漸化式を求める。 
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 まず mNx 1  の項が 0 となるので、漸化式はまず次式のように置くことができる。 
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      

 0 0 0N N N  

次に 
mNxγ  の項も 0 となるので、 

1 1 1 1 1 1   0
1( 1) { ( ) } 0

 1
N

N m N N m N N m N
NP C γ P C γ α N P C

N m   


           
 

 から 
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ラゲール多項式基本型 ( )NLa x0 の微分方程式を一回微分して整理すると次式が得られ、 

(3) (2) (1)1( ) ( 1 1  ) ( )  ( ) 0N N N
x Nx La x La x La x
γ γ


       0 0 0  

もう一回微分して整理すると次式が得られる。 

(4) (3) (2)2( ) (2 1  ) ( )  ( ) 0N N N
x Nx La x La x La x
γ γ


       0 0 0  

同様に、 m  回微分すると次式が得られる。 

( 2) ( 1) ( ) ( ) ( 1  ) ( )  ( ) 0m m m
N N N

x N mx La x m La x La x
γ γ

  
       0 0 0  

この結果から 
( )

0 ( )m m
N Ny La x 0  の微分方程式は次式になる。  

0 0 0
  " ( 1  )  ' + 0m m m

N N N
x N mx y m y y
γ γ


        

そこで 
( )

0 ( )m m
N Ny La x 0  を mN   次のラゲール陪多項式基本型と呼ぶ。 

ラゲール多項式基本型を直接m回微分して、 mN   次のラゲール陪多項式基本型を得る。  

( )  

0

0

( ) ! { ( 1)  } 
 ( ) !

                         { ( 1)  } 

  N
m N k k N k m N k

k
  N

N k k N k m 
N m k N k

k

C
La x N γ x

N k m  

P C γ x

  



  




     
 

     





0 N

 

ラゲール陪多項式基本型 ( ) ( ) ( )
1 1( )  ,  ( )  ,  ( )m m mLa x La x La x 0 0 0N N N  間の漸化式を求める。 

1
( ) 1 1

1 1  1  
0

( )
  

0
1

( ) 1 1
1 1  1  

0

( ) { ( 1)    } 

( )     { ( 1)           } 

( ) { ( 1)    } 

  N
m N k k N k m 

N m k N k
k
  N

m N k k N k m 
N m k N k

k
  N

m N k k N k m 
N m k N k

k

La x P C γ x

La x P C γ x

La x P C γ x


    

   


  





    

   


     

     

     







0

0

0

N

N

N











 

 まず mNx 1  の項が 0 となるので、漸化式はまず次式のように置くことができる。 

( ) ( ) ( )
1 1

1 ( )  {  ( ) } ( ) ( ) ( ) 0 
1

m m m
 

NLa x x α N La x β N La x
N m 


      

 0 0 0N N N  

次に 
mNxγ  の項も 0 となるので、 

1 1 1 1 1 1   0
1( 1) { ( ) } 0

 1
N

N m N N m N N m N
NP C γ P C γ α N P C

N m   


           
 

 から 
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2( 1) ( 1) ( ){ ( 1) ( ) } 0
 1N m

N m N N N mP N γ α N
N m

    
     

 
 となって、 

( 1)(2 1 )  ( )
1

N N mα N γ
N m

  
  

 
 

さらに 
mNxγ  12
の項も 0 となる必要があるので、次式となり、  

2  1 2  1
1 2 1 2 2 2

2  1  1
1 1 1

1 
 1

2 1 ( 1) ( ) 0
 1

N m N m
N m N N m N

N m N m
N m N N m

NP C γ x P C γ x
N m

N m N P C γ x β N P x
N m

   
   

   
 


        

 
 

          
 

 

整理して )(N β  が得られる。 

1

2
1 2 1 2 2 2 1 1

2

( 1) !( ) ( ) 
( 1 ) !

1 2 1 { ( 1) }
 1  1

( 1) ! 1 1 1 2 1 ( 1) ! 1 { }  
( 1 ) ! 2  1 2  1 ( 1 ) ! 1

N m

N m N N m N N m N

 N     β N P β N
N m

N N mP C P C N P C γ
N m N m

N N N N m N N m N Nγ γ
N m N m N m N m N m



    


  

 
  

           
   

       
         

         
2

 

2
2( 1) ( )  

1
  N Nβ N γ

N m


 
 

 

結局ラゲール陪多項式基本型の漸化式は次式となる。 

( ) ( ) 2 2 ( )
1 1 

1 ( )  { (2 1 ) } ( ) ( ) 0
1

m m m
 

N m La x x N m γ La x N γ La x
N  
 

          
 0 0 0N N N  

確認のために ( ) ( )
1

1 ( )  { (2 1 ) } ( )
1

m mN m La x x N m γ La x
N 
 

      
 0 0N N  の   1  mlNl xγ   

の項を計算すると、  

( ) ( )
1

1 1 1
1 1

1 1 1
1 1

1    ( )  { (2 1 ) } ( )
1

1   ( 1)  ( 1)  
1

  ( 1) (2 1 )   

( 1)

m m

N l l N l m N l l N l m 
N m l N l N m l N l

N l l N l m 
N m l N l

N l

N m La x x N m γ La x
N

N m P C  γ x P C γ x
N
N m γ P C γ x



        
   

     
  



 
      


 

            


         

 

0 0N N

1 !  !  
( 1 ) ! ( 1 ) !  ( 2)! 

l N l m N N  γ x
N l m N l l  

     
      

 

となり、
2 2 ( )

1 ( ) m
 N γ La x  0 N  の場合は次式となるので漸化式が成立していることが解る。 
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2( 1) ( 1) ( ){ ( 1) ( ) } 0
 1N m

N m N N N mP N γ α N
N m

    
     

 
 となって、 

( 1)(2 1 )  ( )
1

N N mα N γ
N m

  
  

 
 

さらに 
mNxγ  12
の項も 0 となる必要があるので、次式となり、  

2  1 2  1
1 2 1 2 2 2

2  1  1
1 1 1

1 
 1

2 1 ( 1) ( ) 0
 1

N m N m
N m N N m N

N m N m
N m N N m

NP C γ x P C γ x
N m

N m N P C γ x β N P x
N m

   
   

   
 


        

 
 

          
 

 

整理して )(N β  が得られる。 

1

2
1 2 1 2 2 2 1 1

2

( 1) !( ) ( ) 
( 1 ) !

1 2 1 { ( 1) }
 1  1

( 1) ! 1 1 1 2 1 ( 1) ! 1 { }  
( 1 ) ! 2  1 2  1 ( 1 ) ! 1

N m

N m N N m N N m N

 N     β N P β N
N m

N N mP C P C N P C γ
N m N m

N N N N m N N m N Nγ γ
N m N m N m N m N m



    


  

 
  

           
   

       
         

         
2

 

2
2( 1) ( )  

1
  N Nβ N γ

N m


 
 

 

結局ラゲール陪多項式基本型の漸化式は次式となる。 

( ) ( ) 2 2 ( )
1 1 

1 ( )  { (2 1 ) } ( ) ( ) 0
1

m m m
 

N m La x x N m γ La x N γ La x
N  
 

          
 0 0 0N N N  

確認のために ( ) ( )
1

1 ( )  { (2 1 ) } ( )
1

m mN m La x x N m γ La x
N 
 

      
 0 0N N  の   1  mlNl xγ   

の項を計算すると、  

( ) ( )
1

1 1 1
1 1

1 1 1
1 1

1    ( )  { (2 1 ) } ( )
1

1   ( 1)  ( 1)  
1

  ( 1) (2 1 )   

( 1)

m m

N l l N l m N l l N l m 
N m l N l N m l N l

N l l N l m 
N m l N l

N l

N m La x x N m γ La x
N

N m P C  γ x P C γ x
N
N m γ P C γ x



        
   

     
  



 
      


 

            


         

 

0 0N N

1 !  !  
( 1 ) ! ( 1 ) !  ( 2)! 

l N l m N N  γ x
N l m N l l  

     
      

 

となり、
2 2 ( )

1 ( ) m
 N γ La x  0 N  の場合は次式となるので漸化式が成立していることが解る。 

9 
 

1 2 2 2 2 1
1 2 1 2

3 2 1

1

   ( 1)  
( 1) ! ( 1) !( 1)  

( 1 ) ! ( 1 ) ! ( 2) !
 !  ! ( 1)  

( 1 ) ! ( 1 ) ! ( 2) !

N l l N l m 
N m l N l

N l l N l m 

N l l N l m 

N γ P C γ x
N NN γ x

N l m N l l
N N γ x

N l m N l l

      
    

    

   

      

 
      

      

      
      

 

上のラゲール陪多項式基本型の漸化式に 0m  を代入すると、ラゲール多項式基本型の 

漸化式 2 2
1 1( ) { (2 1) } ( ) ( ) 0La x x N γ La x N γ La x         0 0 0N N N  に等しくなるので、 

ラゲール陪多項式基本型の漸化式は 0m  でも成立する。 

さらにラゲール多項式基本型の漸化式を m  回微分すると次式が得られ、 

( ) ( ) ( 1) 2 2 ( )
1 1( ) { (2 1) } ( ) ( ) ( ) 0m m m  m

 La x x N γ La x m La x N γ La x
           0 0 0 0N N N N  

この式とラゲール陪多項式基本型の漸化式とから、次の漸化式が得られる。 

( ) ( ) ( 1)
1( ) ( 1) {  ( )  ( ) }m m mLa x N γ La x La x 
    0 0 0N N N  

この漸化式をラゲール陪多項式基本型の漸化式に代入して整理すると次式が得られる。 

( 1) ( ) 2 ( 1)
1( 1 ) ( )  ( )   ( ) 0m m mN m La x x La x N γ La x 
        0 0 0N N N  

またラゲールの多項式基本型およびラゲール陪多項式基本型を簡単に求めるために、例えば 

( )  

0
( ) ( 1) ! { ( 1)  } 

 ( )!

  N
m N k k N k m N k

k

C
La x N γ x

N k m  
 



       
 0 N に 3m N   を代入すると、 

( 3) 3 2 2 30 1 2 3( ) ( 1) ! (    )
3! 2! 1! 0!

N N   N N N NC C C C
La x N x γ x γ x γ

    
             0 N  

が得られ、 4m N   を代入すると次式が得られる。 

( 4) 4 3 2 2 3 40 1 2 3 4( ) ( 1) ! (     )
 4!  3!  2!  1!  0!

N N    N N N N NC C C C C
La x N x γ x γ x γ x γ

     
                0 N  

例えば ( 4)( ) NLa x 
0 N  に 4N   を代入すればラゲール多項式基本型 4 ( )La x0  が得られ、 

4 3 2 2 3 44 0 4 34 1 4 2 4 4
4 ( )    4! (     )

4! 3! 2! 1! 0!
  C CC C C

La x  x γ x γ x γ x γ
     

             0  
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1 2 2 2 2 1
1 2 1 2

3 2 1

1

   ( 1)  
( 1) ! ( 1) !( 1)  

( 1 ) ! ( 1 ) ! ( 2) !
 !  ! ( 1)  

( 1 ) ! ( 1 ) ! ( 2) !

N l l N l m 
N m l N l

N l l N l m 

N l l N l m 

N γ P C γ x
N NN γ x

N l m N l l
N N γ x

N l m N l l

      
    

    

   

      

 
      

      

      
      

 

上のラゲール陪多項式基本型の漸化式に 0m  を代入すると、ラゲール多項式基本型の 

漸化式 2 2
1 1( ) { (2 1) } ( ) ( ) 0La x x N γ La x N γ La x         0 0 0N N N  に等しくなるので、 

ラゲール陪多項式基本型の漸化式は 0m  でも成立する。 

さらにラゲール多項式基本型の漸化式を m  回微分すると次式が得られ、 

( ) ( ) ( 1) 2 2 ( )
1 1( ) { (2 1) } ( ) ( ) ( ) 0m m m  m

 La x x N γ La x m La x N γ La x
           0 0 0 0N N N N  

この式とラゲール陪多項式基本型の漸化式とから、次の漸化式が得られる。 

( ) ( ) ( 1)
1( ) ( 1) {  ( )  ( ) }m m mLa x N γ La x La x 
    0 0 0N N N  

この漸化式をラゲール陪多項式基本型の漸化式に代入して整理すると次式が得られる。 

( 1) ( ) 2 ( 1)
1( 1 ) ( )  ( )   ( ) 0m m mN m La x x La x N γ La x 
        0 0 0N N N  

またラゲールの多項式基本型およびラゲール陪多項式基本型を簡単に求めるために、例えば 

( )  

0
( ) ( 1) ! { ( 1)  } 

 ( )!

  N
m N k k N k m N k

k

C
La x N γ x

N k m  
 



       
 0 N に 3m N   を代入すると、 

( 3) 3 2 2 30 1 2 3( ) ( 1) ! (    )
3! 2! 1! 0!

N N   N N N NC C C C
La x N x γ x γ x γ

    
             0 N  

が得られ、 4m N   を代入すると次式が得られる。 

( 4) 4 3 2 2 3 40 1 2 3 4( ) ( 1) ! (     )
 4!  3!  2!  1!  0!

N N    N N N N NC C C C C
La x N x γ x γ x γ x γ

     
                0 N  

例えば ( 4)( ) NLa x 
0 N  に 4N   を代入すればラゲール多項式基本型 4 ( )La x0  が得られ、 

4 3 2 2 3 44 0 4 34 1 4 2 4 4
4 ( )    4! (     )

4! 3! 2! 1! 0!
  C CC C C

La x  x γ x γ x γ x γ
     

             0  
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( 3)( ) NLa x 
0 N  に 4N   を代入すれば 3 次のラゲール陪多項式基本型 (1)

4 ( )La x0   が得られる。 

(1) 3 2 2 34 0 4 34 1 4 2
4 ( ) 4! (    )

3! 2! 1! 0!
  C CC C
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  以上、ラゲール多項式基本型について述べた。 

 
4 総括 

第一種のチェビシェフ多項式基本型 ( ) T x0 N の微分方程式 : 

       
2 2

0 2 2 2( 1 ) ( ) " ( ) '  + ( ) 0x x  NT x T x T x
γ γ γ

     0 0 N N N  

第二種のチェビシェフ多項式基本型 ( ) U x0 N の微分方程式 : 

2

2 2 2
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γ γ γ

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